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Bu məqalədə son intervalda nüvə öz-özünə birləşən əmsalları olan ikinci 

dərəcəli diferensial operator tənlikləri nəzərdən keçirilir. Bəzi şərtlər yerinə 

yetirildikdə, bu operatorun spektri bu tənliyin əmsalları üçün araşdırılır, bu 

spektrin quruluşu müəyyənləşdirilir. Bu operatorun qətnamə teoremləri sübut 

edilmişdir. Daha yüksək sifarişli operatorların nizamlı izi üçün asimptotik 

düsturlar alırıq Açar sözlər  

Hilbert fəzası, operator, operator-

diferensial tənlik, sərhəd şərtləri, 

məxsusi ədədlər, məxsusi vektorlar, öz-

özünə qoşma operator, nüvə tipli 

operator, rezolventa, spektr, 

requlyarlaşmış iz 

 

Tədqiq olunmuş məqalədə sonlu parçada öz-özünə qoşma nüvə tipli operator əmsallı üçün 

ikinci tərtib diferensial tənliklərin yüksək tərtibli requlyarlaşmış iz düsturu alınmışdır. Baxılan 

məsələnin məxsus ədədlərinin  quruluşa və bəzi spektral xassələr  [1] məqaləsində  araşdırılmışdır. 

 Qeyd edək ki, diferensial operatorların requlyarlaşmış iz düsturu ilk dəfə İ.Q. Qelfand və 

B.M.Levitan tərəfindən sonlu parçada Şturm-Liuvill tənliyi üçün alınmışdır [2]. Bəzi diferensial 

operatorlar üçün requlyarlaşmış iz düsturları L.A. Dikiy tərəfindən  tədqiqi olunmuşdur [3]. 

Bu istiqamətdə M.G. Qasımov və B.M. Levitan [4], V.A. Sadovniciy [6] və [5], V.A. 

Sadovniciy [6] qiymətli tədqiqatlar vardır. 

İlk dəfə R.Z.Xəlilova tərəfindən ikinci tərtib operator  əmsallı diferensial   tənliklər üçün 

requlyarlaşmış iz düsturu isbat olunmuşdur [7]. Bu istiqamətdə operator əmsallı diferensial tənliklər 

üçün E.Abdukadırov [8], M.Bayramoğlu [9], Ə.A.Adıgözəlov [10], F.Q.Maksudov, M.Bayramoğlu, 

Ə.A.Adgözəlov [11], N.M.Aslanova [12],  H.İ.Aslanov və K.G.Bədəlova [13] Albayrak İ., Köklük, 

BayramovA.M. [14] tərəfindən  iz düsturları tədqiq olunmuşdur. 

Tutaq ki, H separabel Hilbert fəzasıdır. 

      (,   -  ) fəzasında 

 ( )      ( )   ( )                                                 (1) 

diferensial ifadəsi və 

 ( )      ( )    ( )                                                    (2) 

 

sərhəd şərtləri ilə L operatoru təyin edək. Burada Q(x) operator-funksiyası istənilən x∈[0,1]  üçün H 

Hilbert fəzasında öz-özünə qoşma nüvə tipli operator olduğu fərz olunur.  Əlavə olaraq  Q(x) 

operator-funksiyasının aşağıda göstərilən şərtləri də ödədiyini  fərz edirik: 

1. Q(x) operator-funksiyasının (0,1) intervalında 2k  tərtibli zəif törəmələri  vardır və istənilən 

x∈[0,1] üçün  ( )
( ) (          ) operatorlar H fəzasında öz-özünə qoşma nüvə tipli 

operatorlardır. 
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2. İstənilən x∈[0,1] üçün ‖ ( )‖  
 

 
    (       )  burada            

 √     √       √     tənliyinin müsbət kökləridir. 

3. H-fəzasında elə ortonormal *  + bazisi var ki,   

∑‖ ( )  ‖  
  

 

   

 

4. İstənilən f∈H və κ≥2 üçün ∫ ( (    )( )   )
 

  
  

 

 
 

5.           ) üçün ‖ ( )
( )

‖
  ( )

 funksiyaları [0,1] parçasında ölçülən, məhdud 

funksiyalardır. Burada   ( ) -H  Hilbert fəzasında təsir edən bütün nüvə tipli operatorlar fəzasıdır. 

6. [0,1] parçasının üç nöqtələrində  ( )
    

    (j=1,2, … k-1) və  ( )( )    (        ) 

şərtləri ödənilir. 

         ( )      ( ) diferensial ifadəsi və (2) sərhəd şərtləri ilə təyin olunmuş operatoru 

işarə edək. 

   operatorunun spektri √    √      √    tənliyinin müsbət köklərindən ibarət olan   

*  +
 

   
              , çoxluğudur. Tənliyin hər bir kökü sonsuz tərtibli məxsusi 

ədəddir.     məxsusi ədədinə uyğun ortonormal məxsusi vektor-funksiyalar 

   
( ) ( )      √                                              (3) 

şəklindədir. Burada 

    
√ 

√         √ 
                                                      (4) 

Qeyd edək ki, L0 operatorunun    -lərdən fərqli məxsusi ədədi yoxdur. Doğrudan da, əgər L0 

operatorunun   -lərdən fərqli     *  +
 

   
     məxsusi ədədi və uyğun y(x) məxsusi funksiyası 

olardısa, bu halda L0 operatoru öz-özünə qoşma operator olduğundan y(x) funksiyası {    √    

  }
       

 
 sisteminin  bütün elementlərinə ortoqonal olardı. Bu sistem isə tam system olduğundan 

y(x)=0 olardı. Bu sistem isə tam sistem olduğundan y(x)=0 olardı. Bu isə y(x)-in məxsusi funksiya 

olmasına ziddir. Bu zidiyyət    *  +
 

   
  olduğunu göstərir. Deməli, məxsusi vector-funksiyalar 

yalnız (3) şəklində elementlərdir.  

L operatorunun spektrinin quruluşu haqqında [1] məqaləsində isbat olunmuşdur ki, L 

operatorunun spektri 
   ,   ‖ ( )‖      ‖ ( )‖   -           

parçalarının birləşməsindən ibarət çoxluğun alt çoxluğudur, belə ki, a) L operatorunun      

parçasına  daxil olan və           fərqli olan hər bir spektr nöqtəsi sonlu tərtibə malik olan izdə 

edilmiş məxsusi ədəddir; b)     nöqtələri L operatorunun sonlu və ya sonsuz tərtibə malik olan 

məxsusi ədədi ola bilər;  

c) *   +
 

   
 ilə  L operatorunun    parçasına  daxil olan məxsusi ədədlərini işarə etsək,  

              münasibəti doğrudur. 

*   +       
  ilə L operatorunun *   +       

  məxsusi ədədlərinə uyğun ortonormal 

məxsusi vector-funksiyalar sistemini işarə edək. 

Tutaq ki,    {  | |  
 

 
    (       )} 

 

   
  (     

 )     
      (     )                                                       
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Bu  halda 

  
  ∑ ∑

   
 ( )

    

 

   

 

   

                                                                   ( ) 

 

   ∑ ∑
   ( )

     

 

   

 

   

                                                                 ( ) 

 

     
  ∑ ∑

   ( )

     
 ∑ ∑

   
 ( )

    
                                   ( )

 

   

 

   

 

   

 

   

 

 

İsbat olunmuşdur ki,  əgər λ ədədi L0 və L operatorlarının requlyar nöqtəsi isə, onda      
  

operator H1 fəzasında nüvə tipli operatodur, yəni (     
 )    (  )  

Eyni zamanda      
   operatoru ρ(λ) rezolvent çoxluğunda   ( )  fəzasının normasına 

nəzərən  analitik funksiyadır, yəni 

∑|      |   

 

   

                                                   ( ) 

sıralar mütləq yığılandır. 

İndi isə requlyarlaşmış iz düsturunun alınması üçün vacib olan bəzi münasibətləri göstərək. 

Qeyd etdik ki,    ( ) olduqda (     
 )   (  )  Onda (5), (6), (7) bərabərliklərdən 

  (     
 )  ∑ ∑ (

 

     
 

 

    
)                                  ( )

 

   

 

   

 

olduğunu alarıq. 

Bu bərabərliyin hər tərfinin 
  

   
 yə vurub alınmış ifadəni  | |     

 

 
(       ) çevrəsi üzrə 

inteqrallaşsaq alarıq: 

 

   
∫   

| |   

  (     
 )   ∑ ∑(  

     
 )                            (  )

 

   

 

   

 

Əgər      
     ( )  

   bərabərliyini nəzərə alsaq aşağıdakı münasibətin doğru 

olduğunu alarıq: 

     
  ∑(  ) 

 

   

  
 (   

 )  (  )     (   
 )

   
                         (  ) 

burada N istənilən natural ədəddir. 

  
 (   

 )
 
      (         )    və   (   

 )
   

 operatorlarının H1 fəzasında nüvə tipli operatorlar 

olduğunu nəzərə alsaq, (10) və (11) bərabərliklərindən alarıq: 

∑ ∑(   
    

 )  ∑  
 
 

(  ) 

   
∫   [  (   

 )
   

                               (  )

| |   

 

   

 

   

 

   

 

burada 

  
 

 
(  )   

   
∫     [(   

 )
 
]   

| |   

                                          (  ) 
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Sonuncu ifadəni müəyyən  çevirmələr aparmaqla aşağıdakı şəkilə gətirmək olar: 

  
 

 
(  )   

     
∫       [   

 ]                                               (  )

| |   

 

(1)-6) şərtlərindən istifa də etməklə aşağıdakı mühüm teorem isbat olunmuşdur: 

Teorem 1. Əgər Q(x) operator-funksiyası 1)-6) şərtlərini ödəyərsə, onda aşağıdakı 

bərabərliklər doğrudur: 

   
   

  
 

                                                                                 (  ) 

   
   

∫     [  (   
 )

   
]                                                          (  )

| |   

 

   
   

  
  

(  ) 

   
   [   (    )( )     (    )( )]                             (  ) 

Əgər (10), (12) bərabərliklərindən və Teorem 1-dən istifadə etsək, əsas nəticə olaraq 

aşağıdakı teoremi alarıq: 

Teorem 2. Əgər Q(x) operator funksiyası 1) - 6) şərtlərini ödəyirsə, onda aşağıdakı 

bərabərlik doğrudur: 

∑ {∑(   
    

 )    ∑
 

 
(  )    

    

[      (   
 )

 
]

    

   

 

   

}  

 

   

 

                                    
(  )   

  [   ( )
(    )

     
(    )

]                                                    (  ) 

 

Bu bərabərliyin sol tərəfindəki sıraya L operatorunun K tərtibli regulyarlaşmış izi deyilir. 

(18) düsturu isə L operatorunun K tərtibli regulyarlaşmış iz düsturu deyil. 
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Summary 

The high order regularized trace formulas for second order differential equation with  

self-adjoint nuclear class operator coefficients 

Khatamova R.F. 

 

Keywords: Hilbert space, operator, operator-differential equation, boundary condition, eigenvalue, 

eigenfunction, spectrum, self-adjoint operator, nuclear type operator, resolvent, regularized trace. 

In this paper the second order differential-operator equations with nuclear self-adjoint coefficients are 

considered on the final interval. With some conditions on coefficients of this equation the spectrum of this operator is 

researched, the structure of this spectrum is defined. The theorems of resolvent of this operator are proved. We get 

asymptotic formulas for regularized trace of the highest order operators. 

 
Резюме 

Формулы регуляризованного следа высокого порядка для дифференциального уравнения второго 

порядка с ядерными операторными коэффициентами 

Гатамова Р.Ф. 

 

Ключевые слова: Гильбертово пространство, оператор, операторно-дифференциальное уравнение, 

граничные условия, собственные значения, спектр, собственные операторные 

функции, самосопряжѐнный оператор, ядерные операторы, резольвента, 

регуляризованный след. 

В работе на конечном отрезке рассматриваются операторно-дифференциальные уравнения второго 

порядка с ядерными самосопряжѐнными коэффициентами. При некоторых условиях на коэффициенты 

основного уравнения исследуется спектр данного оператора, определяется структура этого спектра. Вводятся и 

доказываются теоремы о резольвенте данного оператора. Поддаются асимптотические формулы для 

регуляризованного следа  порядка данного оператора. 
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